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Ecuaciones Diferenciales II. Examen II

Ejercicio 1. Dada una norma ∥ · ∥ en Rd, construye una función continua del tipo
ψ : Rd → [0, 1] que cumpla

ψ(x) =

{
0, ∥x∥ ⩽ 3,

1, ∥x∥ ⩾ 7.

Ejercicio 2.

a) Prueba la desigualdad

√
a+ b ⩽

√
a+

√
b, ∀a, b ∈ [0,∞[.

b) Demuestra que la sucesión de funciones {fn}n⩾1,

fn(t) =

√
t+

1

n
, t ∈ [0, 1]

converge uniformemente en [0, 1].

c) ¿Se puede afirmar que también la sucesión de derivadas {f ′
n}n⩾1 es uniforme-

mente convergente en [0, 1]?

Ejercicio 3. Se considera el sistema de ecuaciones integrales

x1(t) = −
∫ t

0

x2(s)ds, x2(t) =

∫ t

π

x1(s)ds.

¿Existe solución continua y definida en ]−∞,∞[? ¿Es única?

Ejercicio 4. Se considera el problema de valores iniciales

x′ =

√
3− t2

1 + x2
, x(0) = 0.

¿Existe solución? ¿Es única? En caso afirmativo determina el intervalo maximal.

Ejercicio 5. La función F : [−1, 1]×R → R, (t, x) 7→ F (t, x) es continua y cumple
la condición

|F (t, x1)− F (t, x2)| ⩽ L|x1 − x2|, ∀(t, x) ∈ [−1, 1]× R,

con L < 1/2. Demuestra que existe a lo sumo una función continua x : [−1, 1] → R
que cumple la ecuación integral

x(t) =

∫ t

−t

F (s, x(s))ds.
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